4.4 Portafolio de NV activos riesgosos

Rendimiento y riesgo de un portafolio de /V activos riesgosos

En la prictica, los gestores de portafolios suelen tener un amplio niimero
de clases de activos disponibles para combinar. Para iniciar el estudio de
los portafolios de NV activos riesgosos dentro del andlisis de media-varian-
za, comenzaremos con un portafolio de cuatro clases de activos riesgosos.

Asumamos que trabajamos como gestores de fondos para una firma
comisionista, y uno de nuestros clientes, el sefior Ortiz, desea que se le
diseiie un portafolio 6ptimo de inversién para cinco anos. EEn principio,
nuestro departamento de investigaciones econémicas ha seleccionado
cuatro clases de activos: las acciones colombianas representadas por el
COLCAP (Activo A); las chilenas, representadas por IPSA (B); TES a largo
plazo (C) y Bonos del "Iesoro de Estados Unidos ('T-Bonds, D). Como
tasa libre de riesgo se toma la de los TES a cinco afnos. LLos rendimientos
esperados, los riesgos y las correlaciones, todos ellos en pesos, se presen-
tan en la Tabla 4.8. Estos valores de entrada proceden, en parte, de un
andlisis prospectivo de los mercados financieros involucrados, en parti-
cular para los rendimientos esperados, ya que no deben basarse en va-
lores historicos, mientras que los riesgos y las correlaciones si pueden
parcialmente basarse en ellos, como se discute en las Secciones 3.2 y 4.7.

'Tabla 4.8 Rendimientos, riesgos y correlaciones en una muestra de activos
riesgosos y activo libre de riesgo

o | 20,0% 22,0% 10,0% 16,0% 0%




Matriz de correlaciones Py

A B C D
A 1,00 0,53 0,46 -0,41
B 0,93 1,00 0,32 -0,27
C 0,46 0,32 1,00 -0,05
D -0,41 0,27 0,05 1,00

Supongamos que, en principio, conformamos un portafolio cual-
quiera con @ ,= 5% acciones colombianas, w, = 25% chilenas, o .= 30%
renta fija en pesos, y w,= 40% en "I-Bonds.

El rendimiento esperado serd simplemente la ponderacion de los

rendimientos esperados de cada uno de los cuatro activos, generalizando
la expresion [4.1]:

ER)=w, E[R)+w,E[R]+w.ER]+w, E[R). [412]

En el ejemplo tenemos: E[R,] = 7,70% = 5% X 12% + 25% X 13%
+30% X 7,5% + 40% X 4%.

Esto se puede expresar sintéticamente en la siguiente fé6rmula, en
funcién de los rendimientos esperados individuales, £[R ], y de los por-
centajes de cada activo dentro del valor del portafolio, @, :

E[R,1=Y"_ @ .E[R]. [4.13]

Ahora ocupémonos del riesgo del portafolio de cuatro activos. Para
ello partamos de la ecuacion [4.4], del riesgo de dos activos. Esta ecua-
cion estd presentada en términos de una matriz de 2 X 2, cuyos elemen-
tos son las covarianzas entre cada par de activos, y tenemos la participa-
cién de cada activo tanto en los encabezados de las columnas como en
los de las filas, como se representa en la Figura 4.7a. Los términos 6> y
d,', que se multiplican respectivamente por oy % se refieren a la
varianza, es decir, el promedio de desviaciones cuadriticas de los rendi-
mientos de cada activo. Por su parte, el término o, = p,, X 6, X 0, (v€ase
ccuacion 4.3b) que se multiplica por @, w,, aparece dos veces y se refiere
a la covarianza, el promedio de las productos de las desviaciones de cada
activo con ¢l otro.
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Generalizando este patrén, la Figura 4.7b sugiere la expresion para
el riesgo de un portafolio de cuatro activos. Tenemos cuatro componen-
tes en la diagonal principal, correspondientes a los riesgos de cada activo
(varianzas, es decir, interacciones consigo mismos), y doce términos por
fuera de la diagonal, que son los riesgos causados por la interaccion de
cada par de activos diferentes (covarianzas).

Figura 4.7 Expresion del riesgo de un portafolio de 2, 4 y IV activos
como una matriz de interacciones entre los activos
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De esta forma, el riesgo de un portafolio de cuatro activos estd dado
por la siguiente expresion:

cl=w/’0o

2 2 2 2 2 2 2
P AA+wBJB+wCGC +wDJD

+ 2 wA a)BUAB +2 t’:(')A w(.‘ O-AC +2 wA wD 6AD

+
2 @0,0,.0,.+ 2 w,0,0,

t2w.w,0,,. [4.14]

DY D’

Para el ejemplo en mencién, y empleando los riesgos y correlaciones
presentados en la "labla 4.8, y recordando que la covarianza se obtiene
con las co ijones ' = :

s correlaciones y los riesgos ([4.3b] 0= P,30,0,), tenemos:

0,0= 5% X20%°+25% X 22% + 30% X 10% + 40%" X 16%"
+ ZX5%X25%X20%X22%X 0,53+ 2X 5%X 30% % 20% X 10%x 0,46 + 2 X 5% X 40% X 20% % 16%%-0,41
+ 2X25%X30%%22% % 10%% 0,32 + 2 X 25%X 40%x 22% X 16%x 0,27

+ 2X30% % 40%% 10% X 6% X-0,05
0,’=0,0074184.
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Y expresindolo como desviacién estdndar: &= J (0,0074184) =
8,613%.

Por su parte, el riesgo de un portafolio de N activos puede derivarse
dJe manera andloga, como se presenta en la Figura 4.7c. Se tienen V acti-
vos interactuando con V activos, es decir, V? interacciones. De éstas, hay
N interacciones que son los riesgos particulares de cada activo, asocia-
dos a los términos de varianza ¢ y pesos w?. Los restantes N2 —N ele-
mentos de la matriz estdn asociados a los términos g, de covarianza entre
dos activos diferentes, i y j, y con peso w, .. El riesgo total del portafolio,
como varianza ©,°, puede expresarse en forma sintética de dos maneras:
se suman todos los términos de la matriz por sus pesos respectivos, pri-

mero en columnas y luego por filas:

t:"Pz = Zjil Zj::l D0, [4.15]

o, alternativamente, separando los términos dentro de la diagonal prin-
cipal (varianzas) y los términos por fuera de ella (covarianzas), como se
presenta a continuacion:

o, =Y o o+ ZNﬂ " 0,00, [4.16]

Ambas expresiones son equivalentes, dado que, como recordaremos,
la covarianza de los rendimientos de cada activo con ellos mismos es su
varianza, g,= af, con lo cual el término central de [4.16] es sélo el caso
particular del [4.15] cuando i = .

Ahora bien, hemos mencionado que, en la prictica, resulta mas fécil
estimar correlaciones que covarianzas, dado que aquellas son variables
acotadas entre —1 y 1, e histéricamente tienden a comportarse de una
manera predecible (Seccion 4.7). En consecuencia, reexpresamos [4.16]
¢mpleando la ecuacién [4.3b], para dejarla en funcién de los riesgos in-
dividuales y de las correlaciones:

y - __ N 2 2 N N
Op = Z:‘:l @, o, + Z{:II Zj:l @, (L)j p;_j oF G—j. [417]

i# )

Para un portafolio de, por ejemplo, 20 activos, las expresiones [4.15]
414.17] tienen cada una 400 términos individuales, 20 términos de efec-
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tos de cada acci6n (varianzas) y 380 de efectos cruzados entre los activos
(covarianzas). En la préctica, el clculo del riesgo del portafolio se sim-
plifica enormemente con el uso de un soffware cuantitativo adecuado,

como se presenta en el Anexo 4B.

Etapas en la optimizacién de un portafolio de activos
r1esgosos

Una de las preguntas centrales de la teoria de portafolio consiste en es-
coger la combinacién éptima de activos para un cierto inversionista. La
solucion a este problema tiene implicaciones, no sélo para la seleccién
de portafolios, sino también para los modelos de valoracion de activos de
inversion, como estudiaremos en el Capitulo 5. Para mayor claridad, este
problema suele separarse en las siguientes dos etapas, la segunda de las
cuales tiene dos alternativas:

* Laoptimizacién del portafolio de activos riesgosos, hallando la fron-

tera eficiente.
* Laestimacion del portafolio 6ptimo de activos riesgosos, acorde con
la aversion al riesgo del inversionista, si no se admite invertir o apa-

lancar a la tasa libre de riesgo.

O alternativamente:

* La estimacion de la combinacién éptima entre portafolio 6ptimo
riesgoso y el activo libre de riesgo, acorde con la aversién al riesgo
del inversionista.

A continuacién describimos cada una de dichas etapas.

Frontera eficiente: la optimizacién del portafolio de activos
riesgosos

Continuando con el ejemplo del seiior Ortiz, como gestores de fondos
deseamos conocer el posible conjunto de portafolios que son “eficien-
tes”, dados los supuestos de rendimiento, riesgo y correlaciones de la Ta-
bla 4.8. En la Figura 4.8 se representa, en el espacio rendimiento-riesgo,
las cuatro clases de activos presentadas en la Tabla 4.8, y un conjunto de
doscientos portafolios aleatorios entre los cuatro activos considerados.
Se aprecia que hay una linea que los envuelve en la parte superior, y que
comprende los portafolios eficientes, es decir, aquellos que maximizan



el rendimiento para un nivel de riesgo dado. A dicha linea la denomina-
remos frontera eficiente. Cualquier inversionista averso al riesgo preferird
invertir en uno de los portafolios de la frontera eficiente, dado que do-
minan a todos los demas.

Figura 4.8 Portafolios aleatorios y frontera eficiente con base
€n cuatro activos riesgosos
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Cuando se tienen mds de dos activos riesgosos, hallar dichos portafo-
lios eficientes es una tarea que requiere de una herramienta cuantitativa
adecuada. Fundamentalmente, se trata de un problema de optimizaciéon
cuadritica, en el cual, para un cierto nivel de riesgo dado, se determinan
los pesos de los activos que maximizan el rendimiento esperado, bajo
la restriccion de que dichos pesos sumen 100%. De manera general, en
portafolios de inversion también se exige que ninguno de los activos
tenga un peso negativo.'? Un ejemplo de solucidn de este tipo de opti-
mizacién empleando el programa Solver de Excel, para un portafolio de
cuatro activos, es detallado en el Anexo 4B. La "labla 4.9 y la Figura 4.9
presentan la composicién de los portafolios 6ptimos, que combinan las

Hemos mencionado que significa que no puede haber ventas en corto y que es una
restriccion realista para inversionistas institucionales y, en general, para portafolios de
inversién a largo plazo. Un caso donde presumiblemente se podrian aceptar ventas en
Corto serian posiciones especulativas en el corto plazo.
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La composicion de los portafolios de la frontera eficiente varia de
manera consistente. Comienza con participacién en los cuatro activos
para niveles de riesgo desde 7,8 hasta 16% anual. En forma progresiva
van ganando peso las acciones colombianas (A) y chilenas (B) hasta un
cierto nivel de riesgo, 18%, a partir de la cual empiezan a perder impor-
rancia las primeras a favor de las segundas. Los TES de largo plazo (C),
siendo el activo de menor riesgo, es muy importante para los portafolios
de menor riesgo. Por dltimo, el activo de médximo rendimiento espe-
rado, acciones chilenas (B), gana progresivamente participacién en la
composicion de los portafolios 6ptimos hasta terminar siendo el Gnico
activo para su nivel de riesgo, 22%. En este Gltimo punto sigue siendo
vilida la observacion que haciamos en la Seccién 4.2 con el portafolio de
dos activos: un portafolio puede tener menos riesgo que los activos que
loconforman, pero no puede obtener mayor rendimiento esperado que el
del activo de mayor rendimiento esperado.'?

Portafolio riesgoso 6ptimo sin activo libre de riesgo

La frontera eficiente representa las combinaciones eficientes de los
cuatro activos, sin considerar combinaciones con la tasa libre de riesgo.
Sin embargo, no responde atn cudl seria la composicién 6ptima del por-
tafolio para el cliente. La respuesta inicial, acorde con el andlisis de la
Seccion 3.7, consiste en hallar el maximo equivalente de certeza R
para nuestro inversionista.

Una encuesta de entrada nos entrega que la aversion al riesgo del
sefior Ortiz es de A = 4.0. Con un procedimiento de optimizacién cua-
dritica podemos obtener el siguiente portafolio, que optimiza su utili-
dad, medida por el equivalente de certeza RY.

De hecho, serfa posible si se admitieran ventas en corto. Algunos portafolios donde se
venden en corto activos poco eficientes para aumentar posiciones de los activos de mdxi-
mo rendimiento podrian dominar el activo de mayor rendimiento, pero esto no suele ser
factible para inversiones de largo plazo ni aceptado para inversionistas institucionales.



Este es el portafolio que logra la combinacién 6ptima entre rendi-
miento y riesgo para el sefor Ortiz, y resulta tener un rendimiento es-
perado del 9,7% vy un riesgo del 11,2%, ambos anuales. Este portafolio se
indica como P1 en la Figura 4.9, junto con la linea de isoutilidad de este
inversionista. Observamos que, como en el caso del portafolio de dos
activos (Figura 4.3), la curva de isoutilidad del sefior Ortiz es tangente a
la frontera eficiente en su portafolio 6ptimo, lo cual tiene sentido, pues
no es posible obtener una mayor utilidad para el cliente sin salirse del
conjunto de portafolios factibles.

Como alternativa al empleo del factor de aversion al riesgo y el equi-
valente de certeza, puede mds prictico y ficil de explicar determinar el
portafolio 6ptimo a partir del maximo nivel de pérdida que estaria dis-
puesto a asumir el cliente. Una forma de expresar esto es con el VaR_,
(Seccién 3.3), que mide la pérdida mdxima que se puede obtener en
una inversién, en un determinado periodo, con un nivel de confianza del
95%. Para ilustrar su manejo, digamos que otra cliente, la sefiora Robles,
a quien también le estamos ofreciendo portafolios basados en los mismos
cuatro activos riesgosos, nos dice que si bien no entiende el concepto de
riesgo medido como desviacion estdndar, si tiene claro que sélo estaria
dispuesta a tolerar, en condiciones normales, una pérdida de hasta el 6%
del capital en un afio, es decir, un rendimiento anual de —6%. Esta pér-
dida mdxima puede enunciarse en términos de un VaR, consistente con
la discusién que hicimos en la Secciéon 3.3, por ejemplo, identificando
VaR,, = —6% como el menor rendimiento que podria llegar a obtener la
cliente, eso si, reconociendo que hay una pequeiia probabilidad (5%) de
que sea ain mas bajo.

Recordemos que el VaR,, , asumiendo normalidad en la distribucién
de rendimientos, se calcula con la formula [3.10]; VaR,, =FE[R] - 1,650.
Es posible realizar la optimizacion del portafolio, mediante la maximiza-
ci6n del rendimiento con un objetivo fijo de VaR. Al realizarlo, encontra-
mos el siguiente portafolio Gptimo para la seiora Robles, que se ubica en
el punto PZ del espacio rendimiento-riesgo en la Figura 4.9:'4

Como se ilustra en la Figura 4.8. Geométricamente, este punto es la interseccién de la
frontera eficiente con una linea de VaR,,, constante de ~2%. Notemos que si fijamos el
VaR,, en dicho valor, la relacién entre rendimiento y riesgo es la ecuacién de una linea
recta: 3% = E[R] - 1,65 0.
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Comparando los portafolios 6ptimos del sefior Ortiz y la sefiora Ro-
bles, podemos concluir que €l es menos averso al riesgo, al estar dispues-
10 2 asumir un riesgo mayor en bisqueda de un mayor rendimiento. De
hecho, con los valores de rendimiento y riesgo del portafolio 6ptimo para
el sefior Ortiz estimamos su VaR,  en —8,7% anual (=11,2% — 1,65 X
73%), de mayor magnitud que el de ella, lo que nos confirma su mayor
capacidad de asumir riesgo.

Resumiendo, hemos encontrado el portafolio 6ptimo de activos ries-
g0s0s para un inversionista a partir de los supuestos de rendimiento es-
perado, y la matriz de varianzas y covarianzas, o lo que es equivalente, a
los riesgos individuales y correlaciones entre ellos. De esta forma, encon-
tramos los portafolios eficientes en términos de rendimiento y de ries-
g0, en lo que se conoce como el andlisis de media varianza. Posteriormente,
involucramos las preferencias al riesgo del inversionista de dos modos: ya
sea en forma de su coeficiente de aversion al riesgo, con el que hallamos
el portafolio que maximiza su equivalente de certeza, o partiendo de su
VaR y optimizando el rendimiento esperado. Ahora bien, normalmente
los inversionistas desean invertir parte de su portafolio en el activo libre
de riesgo, por lo cual hay que considerarlo en el andlisis del portafolio,

como hacemos a continuacion.

Optimizacién de portafolio de activos riesgosos y activo libre
de riesgo

En el andlisis de portafolio 6ptimo que acabamos de realizar, delibera-
damente hemos ignorado el activo libre de riesgo dentro del portafolio.
Esto se hace para facilitar el anlisis teérico del concepro de frontera efi-
dente de s6lo activos riesgosos, pero normalmente no hay motivo alguno
Para que una persona renuncie a invertir parte de su capital en el activo
libre de riesgo. Mds atin, a ciertos inversionistas les es posible apalancar-
S¢auna tasa similar a la libre de riesgo. A continuaciéon nos ocupamos del
andlisis de la combinacién éptima del portafolio de AV activos riesgosos



con el activo libre de riesgo y las consecuencias que de alli se derivap
para la teoria de portafolio.

Retomemos el ejemplo del sefior Ortiz, pero esta vez incorporando
un activo libre de riesgo que, para el plazo de inversién de cinco afios,
como se indica en la Tabla 4.8, ofrece una tasa de 5,0% anual.”” De esty
forma tenemos una nueva variable para optimizar: la proporcion ¢, que se
invertird en el portafolio riesgoso, ademds de los pesos w,, ®,, 0,y o,
de los activos dentro de dicho portafolio riesgoso. Asi, se invertiri en el
activo libre de riesgo la proporcion 1- g. Tratamos por separado al activo
libre de riesgo del portafolio de activos riesgosos, para conservar la linea
de analisis de la Seccion 4.3 de este mismo capitulo.

Retomemos las expresiones del rendimiento y el riesgo para la com-

binacién C 6ptima entre el portafolio Py el activo libre de riesgo:
E[R.] =qE[R]+(1-q R, [4.7]

.= 40, 48]
Para distinguirlos, llamamos porzafolio riesgoso éptimo P* al portafolio
de activos riesgosos y combinacion éptima C* a la combinacién entre dicho

portafolio P*y el activo libre de riesgo que resulten los mejores para el
inversionista.



‘Teorema de separacion

Una importante implicacién del anterior andlisis es que, dado un con-
junto de activos riesgosos y un activo libre de riesgo en el que se puede
invertir o financiarse, el portafolio riesgoso 6ptimo 7" es €l mismo para
todos los inversionistas, independiente de su grado de aversi6n al riesgo.
Reiteramos que esto se debe a que 7 es el portafolio de médxima Razon
de Sharpe v, por lo tanto, su linea de combinaciones con la tasa libre de
riesgo R, 7'domina a la frontera eficiente.

Cualquier inversionista, en principio, prefiere la linea de combi-
naciones R, 7 a otro portafolio de la frontera eficiente. La aversién al
riesgo del inversionista solo es relevante para determinar la proporcion
optima entre R,y 7, es decir, la combinacién especifica en la lineaR_T.

Este resultado, fundamental dentro de la teoria cldsica de portafo-
lio, se conoce como el teorema de separacion, planteado por James Tobin.

220



Especificamente, €ste teorema postula que el problema de optimizacion
de portafolio puede ejecutarse en dos pasos:

« Hallar el portafolio 6ptimo riesgoso bajo el criterio de media va-
rianza: a partir de los rendimientos esperados y la matriz varianza-
covarianza (o los riesgos y correlaciones), se encuentra el portafolio
de mdxima Razén de Sharpe 7.

o Hallar la combinacién 6ptima entre el activo libre de riesgo y el por-
tafolio riesgoso 6ptimo g¥*, partiendo de la aversion al riesgo 4 del
inversionista en particular.

Este es un resultado central dentro de la teorfa de portafolio, y fa-
cilita enormemente el trabajo de los gestores de fondos cuando hacen
recomendaciones de inversion para sus clientes. Este teorema implica,
por una parte, que el gestor determina un solo portafolio riesgoso 6ptimo
T'igual para todos sus clientes. Por otra parte, se les recomendari a los
clientes combinar dicho portafolio con la tasa libre de riesgo, dependien-
do de su aversion al riesgo, como se ha descrito.

El teorema de separacion serd empleado en el Capitulo 5 como uno
de los supuestos bdsicos para estimar el rendimiento requerido en el
modelo CAPM.

Portafolio 6ptimo cuando no es posible apalancarse a la tasa
libre de riesgo

En el anterior andlisis hemos identificado que, en algunos casos, la com-
binacién 6ptima puede requerir apalancarse a la tasa libre de riesgo,
como ¢s ¢l caso del portafolio ¢, * en la Tabla 4.10 y la Figura 4.10.

Hemos mencionado que las posiciones apalancadas suelen ser em-
pleadas en estrategias de inversion de corto plazo, mas no de largo plazo.
Por otro lado, en cuanto a inversiones de largo, la mayoria de inversio-
nistas institucionales suelen tener prohibido apalancarse para invertir
¢n sus portafolios. De esta forma, para estas entidades no seria factible
tomar posiciones en la linea de combinaciones 6ptimas de la Figura 4.11
mds alld del portafolio de tangencia 7. En su lugar, si pueden asumir un
nivel de riesgo alto, tomarian posiciones 6ptimas riesgosas en los porta-
folios de la frontera eficiente a la derecha de T

Esta situacion mis realista estd representada en la Figura 4.12, don-
de la ubicacion de los portafolios 6ptimos es el segmento de la linea de



combinaciones desde R, hasta 7, pero de alli en adelante se empaln,
con el tramo de la frontera eficiente a la derecha de 7. Un inversj,.
nista lo suficientemente conservadorinvertiriaen &, *, tal como en la Figy.
ra 4.11, combinando con la tasa libre de riesgo; pero otro agresivo
impedido de apalancarse, invertird en la frontera eficiente, por ejem.
plo, en el punto representado como C,*.

Figura 4.12 Portafolios 6ptimos sin posibilidad de apalancamiento
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